224 Séries de Fourie

c’est-a-dire
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Exercice 14.2 On a

1 2w 9 (_1)’"/ ™ 4
an:;/o (x —m) cos (nx)dx = - /_Wy2cos(ny)dy:ﬁ

2w -1 n a
bn:l/ (z — 7)° sin (nx) dz = (=1) / y*sin (ny)dy = 0.
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La série de Fourier est donc
2 4cos(nz)
Ff (;L') = 3 e

Le théoreme de Dirichlet nous assure (noter que f est continue en z = 0 et
z = 2r) alors que
Ff(z)=f(x) sizel0,2n]

et donc, quand on prend respectivement z = 0 (f (0) = 72) et z = 7 (f (m) =0)s

on trouve s - )
4 2 1
I
n2 3 n2 6
n=1 n=1
S0 e
n2 3 n2 12°
n=1 n=1

Exercice 14.3 On observe que f est une fonction impaire et donc a, = 0. On
trouve par contre, comme f est 27 périodique, que

27 8=
1 2
b, = L] (z)sin(nz)dr == f(z)sin(nzx)dx
T Je s _%
1 /3 1/2 sin=1
== sinzsin{nz)dz = a
T /—% ~z ) inx2
On a donc dés que n > 2 (b = 1/2) que
0 sin=2k+1 (i.e. impair)
-2
bo={ i L 0 si n = 4k (i.e. un multiple de 4)
2
— 2 sin=4k+2 (i.e. pair mais pas un multiple de 4).
w(n?—1)
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‘Exercice 14.4 On a par définition

12 .
Cn=— re T dg.
2 Jo

Sin =0 on trouve cy = 1 alors que si n # 0 on obtient apres intégration

-3 2 2 .

1 [pe~imnz 1 ] i
Cn =5 = + = e P dr = —
2 —iwn |, 2imn Jy ™

‘et par conséquent

_'}:?:emarque. Comme n peut étre négatif on constate que le membre de droite de
Ff(z) est bien une fonction réelle.

bk=% f(x)sin(kw)dx:g/owx(ﬂ—x)sin(kx)da:.

On a alors que

/x(w—x)sin(kx)dx: —m(w—w)w] +/ cos(—kx)(w—2x)da:
JO L k' 0 0 k'
I sin(kz)]”™ ™ sin (kz)
= _(7r 27) 32 ]0+2/0 2 dz
‘ T2 2
= _—ﬁcos(kx)]o ——F(—l) +ﬁ.
10n trouve donc
0 si k est pair
4 k
b = — [d=s{=2)¥] =
F 1rk:3[ ( )] 8 si k est impair
k3

‘et on obtient alors

8 Xsin((2k—1)z)
Ff(z)=— _
wkzﬂ 2k —1)°



(%) En utilisant 'idendité de Parseval on trouve

%w;_lw 2m_zﬂ2ﬂ__2 _r
=Y = x| W @ra=] [Ca o)

L

et ainsi
f: 1 _ "
£ (2k — 1)° 960

Exercice 14.6 Cet exercice peut, évidemment, étre résolu de maniére plus
. 11 .
élémentaire. Comme f (z) = cos’z = 3 + 5 cos (2z), ce qui implique que les:

coefficients de Fourier sont

1
2 ?

On a donc par 27 périodicité et par I'identité de Parseval que

ap=1, a9 = an=0s8in#0,2 et b,=0Vn.

[G@ra=["tora=r;ri)=2.

Exercice 14.7 (i) Tout d’abord on remarque que la fonction est paire, par
conséquent by = 0. On trouve que

2m T m
ag 2 f(z)dm:l/ [z|dx=g/ rdr =m.
T T Jo

2m 0 -7

2 27 9 ™
Gk = 5- f(:v)cos(kx)dx:;/o zcos (kz)dx
27z, =~ 2 [T 2 k
—;[Esm(kx)]o—ﬁ/o 51n(kx)da:—7r—k2[(—1) —1].

On obtient ainsi
0  sik est pair
ak = —4

p— si k est impair
T

et donc finalement

_ 7 _4N~eos((Zk+1)a)
Ff(z)=3 ”Z:% kD’

(i) En utilisant l'identité de Parseval on obtient

92 27 1 T 271_2 7_[_2 16 (%] 1
e O e =)

et par conséquent

ity

‘Exercice 14.8 (i) On observe que la fonction donnée est paire, par conséquent
b, = 0. On trouve que

1 27
Bre— —/ |cos | cos (nz) dz
T Jo
s 3=

1 [= 1 /=
= —/ coszcos (nzx)dr — —/ coszcos (nx)dx.
™ J— mwJ=

2

[N

Faisons un changement de variable et posons y = = — m dans la deuxieéme
intégrale (on rappelle que cos (z + nw) = (—1)" cos z) on obtient ainsi

7 3
/2 cosxcos(nac)da::/ cos (y + ) cos(n(y+m))dy

=T
2 2

= (—1)"+1/2 cos y cos (ny) dy.

s
2
Par conséquent en revenant & a, on a

1+ (-1)" [2
Gy = L)/ cosycos (ny) dy
™ _

.o
2

et on déduit immédiatement que si n est impair alors a,, = 0. Par conséquent
en posant n = 2k et en utilisant le fait que

2cosycos (2ky) = cos ((2k + 1) y) + cos ((2k — 1) y)

o — 1 [sin ((2k+ 1))

sin ((2k —1)y)1%
o 2k+1 ]-

B é (_1)k+1
2k -1 o

4k? -1~

[VE]
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(i4) En prenant x = 7/2, on a cos (2k z) = cos (kr) = (~=1)F et f(x/2) =

donc
2 . —_— T .
= 4k 1 2

Exercice 14.9 Comme f est 27 périodique et paire on a que b, = 0 et
2 27

Un = 5 ; f(t)cos(nt)dt:%/Owsin(?)t)cos(nt)dt

= %/0" [sin ((3 —

Sin#3 (si n =3 on a immédiatement as = 0) on obtient alors

n)t) +sin((3+ n)t)] dt

o =L _cos((8=n)t) cos((8+n))]"
"o 3-n 3+n .
B l _(_1)3—n - (_1)3+n N 1 N 1
T 3—n 3+n 3—n 34+n
et donc
0 si n est impair
an=9 1 2 2 B 12 . t pai
<13 5tn]  7@—1 si n est pair.

La série de Fourier est alors donnée par

) 12 = cos (2kt
Fi) ?29(4192)'

Exercice 14.10 (i) Tout d’abord on remarque que la fonction est paire, par

conséquent by = 0. On trouve que
2 (7 2
ar = — cos(az)cos(kz)dr = = / cos (o) cos (k z) dx
2 f_. ™ Jo
1 ™
=— / [cos ((a + k) z) + cos ((a — k) x)] dx
0

o = L[smletk)m)  sin((e—k)m)
=1 " ]

a+k a—k
(=1*sin(am) [ 1 1 ]_(=Ysin(am) 2a
B T a+k k i o2 — k2’

Par conséquent, Vz € [-n,7),

00 k-1
Ff(z) = sm(omr) 2asin(am Z(kzl) cos (k).

T T
k=1

(ii) Comme f est continue, on obtient en prenant z =7

P 00 ¢ avk=1/, 11k
m@ﬂzaggﬂ&%+zL%T%gy
k=1

s

d’ol, pour tout a ¢ Z,

o0
Z 1 B 0
~k-a® 207 2atg(an)’

=— f(z)e ™" %dx

™

- 2i (/ ’ (—w—x)e_i“da:+/2 ace‘imder/ (W—x)e_imdx>'
T \J -z 3

2

On effectue les changements de variable respectifs, u =z + 7 et v =z — 7, et
‘on obtient

fus

-3 —ingz 2 inT, —inu n+1 ) —inu
(—m—2x)e dz = —ue'""e du=(-1) ue du
-7 0 0

0

m 0
/(W—l‘)e_imdxz/ —Ue_i"”e_i"”dvz(—l)”ﬂ/ ve ™Y du

.
2

‘et ainsi ~

n+1 jus n+1 . z

- - -1 1 ; 2
cn=—l+( D) /2 xe‘“”dx:———l—'-( ) [(—Zx+—2)e_””]

27 -z 27 n o n B

On trouve immédiatement que si n est pair ¢, = 0, alors que si n est impair
(n=2k—1, alors ¢~#(2k~1)7/2 = _i(@k=1)7/2 = (_1)* ;) on obtient

[NE)

(-1)* 2
7 (2k — 1)2

Cok—1 =
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Comme f est continue on a pour = € [-7/2,7/2],

.+ k
e — AL i (=1) pi(2k—1)z
= _ .
T = (2k-1)
(i) Si on prend z € [—a,a], on a que (7/2a)x € [—7w/2,7/2], et par
conséquent

T +00 1 k )
_ e s~ (=1)"  empoue
w2 = (2k—1)

(#it) En particulier, pour z = a, on obtient

BT oy gl
(k-1 47

Exercice 14.12 (3) On trouve aprés calcul que

2
F3f(z) =n+42sinz —sin (22) + gsin(3x)
et par conséquent

Bsf(=r)=m flem)=0 = f(-m)-Ff(-r)=-n

B =r-3 1(D-F » 1(D-mi (D)4

Fsf(0)=m fO)=m = f(0)—F3f(0)=

Ri(5)-r 1G)-% = 1) mr(E)=1-!

Faf(m)=m f(m)=0 = f(m)—Ff(r)=—

Remarque. On a f () = f(—n) par 27 périodicité et donc f(r) = 0 mais
f(m —0) = 27 alors que f(=m+0)=f(—7) =0.

(i) Par 27 périodicité et par I'exercice 14.13, on a

[ 1r@-mi@te= [ ¢ere {50 > @ +#)

—T

T 9 2
=/ (x+7r)2d$—7r[(%)+4+1+ ]
2 5 49

Exercice 14.13 * (i) Appelons

2 2m
Ing =/ Fyf(z)cos(kz)dz et Jnpg :/ Fyf(z)sin(kz)dz
0 O

et calculons

ag 2m
Nk =— / cos (kz)dz
2 Jo
N 2m
+ Z {an/ cos(nz)cos (kz)dzr + bn/
n=1 0 0

et idem pour Jy ;) ce qui donne, Vk =0,1,--- , N,

2m

sin (n @) cos (k z) d:c}

Iy =mar et JInp=mb.

utilisant & nouveau la définition de Fiv f et le résultat précédent on a

2w
/ (Fnf (2))® dfv——INo-i-Z (ak Ine + b I k)
0

s N
g 2
?"‘; a’k+b

@n obtient de maniére semblable
27

f(x) Fnf(x)dx

_Go
2 /. f dw+Z{an

utilisant la définition des a, et b, on déduit que

\'.0
2m

l

f(z)cos(nzx)dz+ b, /()27rf(x)sin(nz)dx} -

2

2m
f(x)FNf(x)dw——O TFZ ai +b2).

0

‘En combinant tous ces résultats on déduit que
2T -
| @) - Fvs @)
0
27 5 2 2m 5
— [ @ a-2[ f@Fvi@d+ [ (Fnf @) de
0 0

0
‘et donc

a2 al
70 + Z (a2 4—6%)] :

n=1

[ 15 @ - Fus @)= / " (f (@) de -
0 0




